La géomeétrie de I'’espace-temps.
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Introduction, but de I’exposé :

La gravitation, c’est de la géeométrie !

c.t

- Proposer un regard de mathématicien sur une splendide théorie physique.

- La relativité générale est en effet une théorie fondamentalement
géométrique.

- Elle s’appuie sur une branche importante des mathématiques, la géométrie
Riemannienne, et elle n’existerait pas sans elle.

- Cacher, comme c’est systématiquement le cas dans les ouvrages de
vulgarisation, les aspects mathématiques de la relativité, c’est en nier la
nature profonde, et c’est passer a coté de certains de ses aspects les plus
merveilleux !

- Nous verrons en effet que les phénoménes physiques spectaculaires de la
relativité ne sont que I’expression de la géométrie de I'’espace-temps.

cones de lumiere
déformés par la courbure
et orientés par la forme de la variété.

N vers l'infini et
N au-dela
\

N



Levons tout de suite une ambiguite :

Viadimir Arnold :

« Les mathématiques sont la branche de la
physique ou les experiences ne coiitent pas
cher. »

Faux !

SC:

« La physique est la branche des mathématiques
ou le materiel coiite cher. »



Les deux personnages principaux...

Albert Einstein. 1879-1955.
Physicien,

Mathematicien...

Il a fallu a Einstein une intuition et un sens physique exceptionnels pour mettre au point sa théorie
de la relativité générale. Mais cette théorie n’existerait pas sans les mathematiques tres belles et
pures que constituent la geométrie Riemannienne, et qu’Einstein a su merveilleusement utiliser.

Bernhard Riemann, 1826-1866.

Sa célebre soutenance d’habilitation, en
1854, intitulé « Sur les hypotheses sous-
jacentes a la geométrie » jette les bases
de la géometrie differentielle. Il y introduit

la bonne facon d’étendre a n dimensions
les résultats de Gauss sur les surfaces.
Cette soutenance a profondément changeé
la conception de la notion de geométrie.




Premiere partie : La relativité restreinte
L’'espace-temps tissé par la lumiere...




Motivation historique : la vitesse de la lumiere.

- La vitesse de la lumiére (dans le vide) est la méme pour tous les observateurs galiléens, et est
indépendante du mouvement de la source.

- La vitesse de la lumiere est une vitesse limite, qu’aucun objet ou signal physique ne peut dépasser.

- Cela oblige a remettre en cause les principes de mesures de temps et de distances de Newton : |a loi
d’addition des vitesses ne fonctionne plus.

Nous allons parler de mécanique, c’est a dire de la modélisation du mouvement des objets
physiques et de la lumiére, ainsi que des mesures de distances et de durées qui y sont
associees.

Nous appellerons cela de la Chronogéométrie.

Le point de départ de ce qui nous intéresse est que pour

cela, on doit choisir un cadre géeométrique.

Commencons par quelques rappels de notion de base et
quelques définitions importantes...




De I’espace et du temps a I’espace-temps.

- Observateur : étre (abstrait?!) muni de moyens de mesurer des
distances et des durées, gu’il rapporte a un cadre géométrique
appelé référentiel.

)
I(\S/

espace
-On associe a un

référentiel un repére qui
fournit les coordonnées
des événements.

Pour Newton, le temps
et I'espace étaient
absolus les memes '

pour tous les

- Chez Newton ilyaun




L’espace-temps :

Mais finalement...

Un événement (physique) est caractérisé par
I’endroit ou il se produit, et le moment ou |l
se produit. On peut donc réunir ces données
dans un seul espace geomeétrique
’espace-temps !

(Newton aurait pu le faire...)

Idée clef de ’exposé : Choisir le bon espace géométrique :
Le choix d’un espace géométrique pour modéliser les
phénoménes physiques doit étre vu comme un postulat.
C’est Poincaré et Minkowski qui comprirent que lI’espace-
temps était le meilleur espace géométrique pour faire de la
relativité, car il rendait les démonstrations plus simples.

L’espace-temps:
4 coordonnées (3 d’espace, 1 de temps),
donc 4 dimensions.

Comme on ne sait pas dessiner ¢a, dans les
dessins, on supprime une (ou parfois deux)
dimension spatiale.

Ca donne un diagramme d’espace-temps.

Einstein utilisa initialement un espace a
3 dimensions muni en chaque point
d’'une horloge : les démonstrations
étaient beaucoup plus complexes et
moins naturelles...

temps ) c.t

<Y

espace
X

S — ———————L
Diagramme d’espace-temps dans lequel on a supprimé une coordonnées d’espace.

La lettre c apparaissant dans I’expression c.t sur I'axe vertical de la coordonnée de
temps désigne la vitesse de la lumiére. Elle sert de facteur de conversion d’unités
entre les durées et les longueurs, pour pouvoir les ajouter ou soustraire dans les
formules que nous verrons. Mais les théoriciens, et les mathématiciens, ont pour
habitude de faire comme si les unités étaient choisies pour que ¢ = 1, de sorte que ce

facteur disparait des formules...




A gauche, un mouvement A droite, sa visualisation dans

circulaire représenté dans un diagramme d’espace-temps,
'espace classique, sans I’axe des temps étant vertical.
)
indication de temps.

temps A t

D

.

A Y

<Y
<Y

espace

Demystifions : Un diagramme chemin-de-fer est un diagramme d’espace-temps !
(a 2 dimensions, x et t)

temps

A

Train Nantes-Paris

Train Paris-Nantes

heure de
croisement

distance
17 ” >

distance du
] ’ Nant
Paris croisement elitizs




Diagramme d'espace-temps

événement 2
@ Dans |'espace :
événement 1 — une particule est
ligne d'univers A représentée par un point

\ ligne d'univers B @ Dans |'espace-temps :
— une particule est

représentée par une ligne
continue, appelée ligne
d'univers

— un événement

correspond a un point
espace

A gauche : ligne d’univers d’un "point matériel", qui représente un "petit" objet.

"tube"
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L’espace-temps sans gravitation:
La géomeétrie de la relativité restreinte.

Le premier espace géométrique utilisé pour faire de la chronogéomeétrie :
L’espace-temps sans gravitation est un espace affine de dimension 4.
(C’est la définition moderne de I’espace Euclidien classique...)

Un espace affine c’est un espace de points avec :

- Un espace vectoriel associé : des vecteurs, que

I’on peut voir comme les déplacements d’un point

a un autre, et gu’on peut additionner et multiplier

par un nombre.

- Une notion de droite, définie grace aux vecteurs.

- Une Dimension : nombre minimal de vecteurs

qui permettent de reconstruire, par addition et
.D multiplication par un nombre, tous les autres. (Un
] tel jeu minimal de vecteurs est une base. )

‘,f'C - Des repéres, ou réféerentiels : des vecteurs de

'E base plus un point origine.

Géometrie signifie « science de la mesure du terrain ».
11 nous faut donc maintenant vowr comment on mesure des distances dans un espace affine. . .




Pythagore... en toute dimension.

¢’ =a’+ b? y b c=Va>+ b’

a
Donc, dans un repere orthogonal...
L u Z ] =
) en dimension 2 : A en dimension 3 :
M (xy) |
Y :
v 2 2 2
W OM = x2_|_y2 OM =\/x“+y“+z2
\ 0 >
VA i X
ot = > /
Note : ¢ca marche aussi pour les vecteurs : |w| =4/ x?+ y2 " . .
en dimension 4 :
Note - la dimension d’un Dar\ls un espace de. dimension 4, ou | on/
espace géométrique, c'est le repere donc les points avec 4 coordonnées, 5 5 5 5
nombre de coordonnées qu’il y (X,y,z,w), on peut définir la distance O M — x4+ y -+ Z + w
faut pour repérer un point. euclidienne entre un point origine O et un

point M de coordonnées (X, y, z, w) par :



Une observation décisive de Poincaré, MinkowskKi...

Minkowski, s’appuyant sur les travaux d’Einstein et de Poincaré, partit de I'idée sui-
vante : si ¢ est la vitesse de la lumiére, alors un photon émis au point O, de coordonnées
(0,0,0), parcourt en un temps ¢ une distance c.t. Si on appelle (z,y, z) les coordonnées
du photon a cet instant ¢, sa distance spatiale a O peut alors aussi s’écrire \/ x? + y? + 22
Elevant au carré ces deux distances on a donc x? + y* + 2% = (ct)?, soit :

2+ 2+ 2% — (ct)®* = 0.

A
Ou, pour un mathématicien considérant c=1,
C.t
_ 2 032052 42
0 TE——— * photon x“+y-+z2—t"=0
Cette quantité doit donc €tre importante...
0 | o
X

Diagramme dans 1’espace «_classique »... (on a pris ici z=0)




Pythagore revu et modifie :

1/ On simplifie notre cadre géomeétrique en regroupant les mesures de distance et
de temps dans un seul espace : 'espace-temps, un espace affine de dimension 4.

2/ Quand on veut mesurer des distances entre deux événements, il faut alors
penser a la distance spatiale et a la distance temporelle. Pour faire de la
geometrie, on munit alors I'espace-temps d’une mesure des distances spatio-
temporelles avec un « theoreme de Pythagore modifié ».

Coup d’audace : tA .........
On définit la distance spatio-temporelle d’un M (x.9)
point origine O a un point M de coordonnées A
(x,y,z,t) par :
\/|x2+y2+zz—f2| O EANG
On I'appelle une « pseudo-distance ». X

Toute I'astuce est dans le signe - ! /

X

0M=\/|x2+y2—t2|

(on a supprimé z ici)



On obtient une nouvelle geometrie
Deux caractéristigues essentielles :
-Une notion plus générale d’ orthogonallte de nouveaux reperes « orthogonaux ».

On obtient une géomeétrie aux propriétés
étonnantes, mais parfaitement cohérente..




Diapo « technique » ...

u’est-ce que I'orthogonalite :

Rappel : Pythagore est a double sens : donc un triangle qui vérifie la relation de
Pythagore (a” + b> = ¢?) est rectangle. Cette relation définit donc I’orthogonalité.

On se sert de cette idée avec « Pythagore modifié » .
on obtient une notion plus générale d’orthogonalité :

- A partir de Pythagore, les mathématiciens ont inventé une machine
a détecter I'orthogonalité : le produit scalaire.
- Les expressions S y2 | Ze 2 otk y2 72— t2 (Pythagore
modifié) sont des « formes quadratiques ».
On leur associe des « produits scalaires » : pour deux vecteurs
u=(x,y,z,t) et v=(x’,y’,z’,t’) leur produit scalaire c’est :
u.v=x.x'+y.y +z.72+1t.t ou, pour Pythagore modifié par un

derniersigne-, u.v=x.x'+y.y'+z.7/—t.t.

Par définition, deux vecteurs sont dits « orthogonaux » si leur
produit scalaire vaut 0.

Toute I'astuce est dans le signe « - »!

Avec le -, les repéres orthogonaux vont avoir un aspect... étonnant !
Visuellement, (avec de bonnes unités, c=1, et y=2z=0 ), deux vecteurs
sont orthogonaux si ils sont symétriques par rapport a une

diagonale. On obtient une géomeétrie aux propriétés
étonnantes, mais parfaitement cohérente...




Les cones de lumiere.

Dans le plan y=0, z=0, on utilise la
pseudo-distance \/ |x% = (c.1)?] :

. - Tous les points de la droite verte sont
C.t A C.t a une pseudo-distance nulle de O.

- On postule que cette droite est la
ligne d’univers d’un photon !

- En marquant tous les points a
pseudo-distance nulle de O, i.e tels que
Ak s = e .0 =0, ow clbnian
le cone de lumiere de O!

- (On peut montrer que : ) Ce cone est
indépendant des axes de coordonnées
choisis.

Le cone de lumiere de O,

avec 2 coordonnées spatiales, x ety (« plan » z=0) :

C.Z‘A

X
i >
>
Y

on «marque » tous les points tels que \/ |x* +y2+ 22 = (c.0)*| =0

- On « marque » tous les points a une pseudo-distance nulle de O, (ou tous les vecteurs de pseudo-longueur nulle), i.e ceux vérifiant (dans un repere orthogonal) :

Xy +2-12=0

- Avec de bonnes unités (c=1) dans un repere de départ, ca donnera des droites a 45°, les diagonales donc. Ce sont les unités qu’on prendra dans toute la suite.

- Un autre repére orthogonal marquera les mémes points, ¢’est indépendant des coordonnées choisies : x2 + y? + z2 — (ct)?> = 0 ssi X2 +y? 4722 —(ct)* =0

- (Note : c’est vrai méme dans un repere non orthogonal, mais le changement de coordonnées donnent alors une « formule » pour la pseudo-longueur plus compliquée,

comme en géométrie classique d’ailleurs.)

- Les mesures de distances spatio-temporelles sont indépendantes du choix des coordonnées, comme en géométrie classique.



L’espace-temps est structureé par les cones de lumiéere.

Chaque point de I'espace affine peut servir de point origine O d'un céne de lumiere :
L’'espace-temps de la relativité restreinte est donc un espace affine de dimension 4
sur lequel on se donne en chaque point un double céne. Ces cones doivent tous étre
paralléles entre eux :

Les cones de lumiere sont les mémes dans
tous les repéres (référentiels).

C’est la traduction geomeétrique de Ia
constance de la vitesse de la lumiere.

A partir de chaque point p de A 2 2 2
’espace-temps, on marque les 2 2 2
Si on supprime deux dimensions

points a pseudo-distance nulle
spatiales comme sur la plupart

de p. On obtient le cone de
lumiere de p.

des diagrammes d'espace-temps,
les cones sont « plats".

Remarque importante : Il faut aussi noter que dans ce diagramme d’espace-temps, une dimension spatiale a €té supprimee, et que
I’axe des temps est vertical. Par conséquent, chaque tranche horizontal d’un cone, qui sur ce dessin est un cercle, est en fait une
sphere : la lumicre quitte 1’origine du cone dans toutes les directions de ’espace a la méme vitesse, et crée donc, a chaque
instant, une sphere. C’est pourquoi le cone de lumiere est de dimension 3 dans [’espace-temps de dimension 4.




Genre temps, genre lumiére, genre espace :

A partir du céne de lumiere, on définit trois types de vecteurs ou de droites.

vecteur de genre
temps oriente vers droite de genre
le futur vecteur de genre temps
N lumicre \ droite de genre
lumiere

temps A
DSy cone

du futur

—
‘/espace

\

vecteur de genre
espace

droite de genre
espace

cone :
du passe L vecteur de genre
temps orienté vers

le passé

- Par definition, les droites ou vecteurs de genre temps sont a 1’'intérieur du cone
de lumiere, ceux de genre espace sont a I’exterieur.
- Les vecteurs (ou droites) de genre lumicre sont les genératrices du cone.




Les Postulats de la Relativite Restreinte :
Les Lignes d’univers des objets physiques...

c.t
La ligne d’univers d'un objet physique : A ligne d'univers

/ autorisee

futur d'O
4 ligne d'univers
I / interdite
ailleurs & ) X
/| ailleurs
!
/ i
/ |
I passe d'O

/

- Un observateur est représenté par une
ligne d’univers de genre temps.
- C’est un observateur inertiel si sa ligne

- Les vecteurs tangents en chaque point de la d’univers est une droite. (C’est un

ligne d’univers dotvent toujours étre a observateur qui zaccélére pas. 11 peut alors se
9 Ve ° A ® . .

Pintérieur du cone de lumiere. servir de cette droite comme axe temporel

- (’est la traduction géométrique du postulat
qu’aucun objet physique ne peut aller plus
vite que la lumaiere !

d’un repere orthonormé.
- (au passage, la relativité restreinte traite sans
probleme les mouvements accélérés...)




Le temps propre d’un observateur :
définir geomeéetriquement ce qu’est... le temps !

-La pseudo-distance mesurée entre 2 événements le
long de sa propre ligne d’univers par un observateur
est appelé le temps propre écoulé entre ces deux
evénements, pour cet observateur.

-Physiquement, c’est le temps gu’il utilise pour mesurer
la durée de son voyage entre ces deux points de sa

ligne a I'aide d’une horloge qu’il transporte avec lui.
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Le "paradoxe"” des jumeaux :

L'inégalité triangulaire inversée : A temps

> . S |
Cette nouvelle géométrie, due a la pseudo- |

distance de Minkowski, produit des effets A
contraires a nos habitudes Euclidiennes :
une nouvelle intuition a construire... "

¢ Dans la géométrie de Minkowski, pour ce triangle :
70 hC AB + BC < AC.

A

(il faut que chaque coté soit de genre temps)

Dans le repere (:U t), on prend la pseudo-distance de Minkowski 2 — 2. Les coordonnées des vecteurs

sont : @ ﬁ —3,5) et R (0,10). Alors leurs pseudo-longueurs sont respectivement :
\,ﬁ\—\/132—52 — /]9—25] =4
E B BC| = /[(=3)Z —57] = /]9 — 25] = 4

AC| = 1/J02 —102] = /] — 100] = 10
Donc AB + BC =8 et AC = 10.
Dans |'espace-temps de la relativité
restreinte, le plus court chemin entre deux
A — points n'est pas toujours la ligne droite !!




Application au voya retour d’un sp

- AN L] 1y
TYaQvY L | Y ) L) 2 o
- —= —

\)
D
>
)4~
Q)
S
p
-
U
)
R
]

lorsqu’on a choist la_bonne

odomélrie, ce « paradoxe » est

e T e

t (année)

une simple conséquence

X (année-lumiere)
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La relativité de la simultanéité : « la relativité du

f_@

Datation au radar :

(d)
({)
Q)

)
D
(

(d)p

Observateur qui
accélere

Les ¢vénement A et M sont
sumultanés pour [“observateur

24



Les événements M et N sont simultanés pour

I’observateur A.
Mais N se produit avant M pour I’'observateur B.

lorsqu’on a choist [a__bonne
celte relativité de la

omélrie
T simple

o
stmultané

La simultanéité de deux événements dépend donc de I'observateur, c’est une
différence majeure par rapport a la mécanique newtonienne.

jossible d’associer une date unique
t lati ux obsen

P
E 1 = [ 1
NACNANND 'eMmns MMIAIQC QA AN an NAAC MN2D NAC ralno
= & = R=1 5 A1S S& = - 2% 1S s
I IRV v NI J RV U UIVITTIVIIL UUud VARl JY T it
alaTaYaala TGO { -y agd & T e Y ) ~ alTal e aYe a Y raC 0N ‘a - -
- & = S = 5 = a)
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Figure B




Conséquences : contraction des longueurs, et dilatation des durées.

Le point fondamental est que pour mesurer la régle, un
observateur doit évaluer la position de ses extrémités a un méme
moment donné. La régle doit donc étre mesurée sur un espace de
simultanéité, i.e sur « l'espace vu a un moment fixé »...

Le segment [M,N] est la regle « vue » et mesurée par ’observateur A, sa pseudo-longueur
vaut \/3% = 3. Le segment [M,N’] est la régle « vue » et mesurée par I’observateur B, sa

pseudo-longueur vaut A/ |42 -2%| =34..>3

t C
Apct Byet . e t
A€ | A Lllustrations géométriques : 10
Les démonstrations de ces effets
sont de simples rarsonnements de i A
géométrie « assez élémentaires ». . . et T\
le terrien. B' B
T, A ef*pa;e deh :
5 B simultaneite
esp ace de ZesiZ?ZZaute,
(];2) Slmultanélté de M szltlr le trajet
pour B. o
3.0 ¢ espace de
M (3.0 N simultanéité de M
J 7 pour A. A . : X A

3

Au moment du demi-tour, le terrien considere que le
spationaute a moins vieilli que lui.

Mais le spationaute considere qu’au moment du demi-tour,
c’est son frere terrien qui a moins vieilli que lui ! (I'<AB= 4).
Le point clef, c’est que jusqu’au demi tour, les situations sont effectivement symétriques. Ce

n’est plus le cas au moment des retrouvailles ! Le terrien et le spationaute n’attribuent pas
les mémes dates a I’événement demi-tour ! (Dans le repére de B :

T'=|AB'| =4/ |X%—|AB|*| <|AB|=4.

Cela signifie simplement que deux observateurs différents
n’attribuent pas la méme date a un événement donné.

Attention : ces effets ne sont dus qu’a la nécessité de définir
précisément le processus de mesure lié a chaque observateur.
Aucune regle ne se contracte, aucun temps ne se dilate !!




OM=\/|x2+y2+z2—t2|

- On a postulé une nouvelle géométrie en
modifiant le theoreme de Pythagore...

- Il est donc « normal » d’obtenir des
« phénomenes » mathématiques difféerents
de ceux de la geométrie classique d’Euclide
liee au théoreme de Pythagore.

Mais ces résultas décrivent et prédisent
parfaitement les observations et les résultats
des expériences de la physique.

Cette geometrie défie notre intuition usuelle.
Mais aujourd’hui c’est celle qui semble le
mieux décrire I’univers qui nous entoure.




On a trouvé un « bon » espace geometrique pour
faire de la chronogéométrie, sans gravitation ...

Les preuves des phénomenes liés aux mesures de

temps et de distances y sont simples... et
correspondent a I’observation !!

Maintenant, on veut y « inclure » la gravitation...

Quel est la geométrie de I'espace-temps en
présence de gravitation ?




Deuxieme partie : La relativité genérale
L ’espace-temps avec gravitation...




L’espace-temps et la gravitation :
La relativite genérale.

1A. Approche physique :
L’universalité de la chute des corps

Le principe d’équivalence ; Tous les
corps physiques « chutent » de la méme
maniére dans un champ de gravitation
donné, indépendamment de leur
composition.

Idée géniale : Le mouvement d’un
corps soumis a la gravitation est
di a la forme géométrique de
I’espace-temps dans lequel il vit.
Quel est cet espace-temps
géométrique ?

1B. Approche mathématique :
une geometrie genérale !

On cherche un espace géométrique qui généralise lI'espace-
temps affine de dimension 4 avec ses mesures de pseudo-
distances. On veut garder :

- 4 coordonnées pour chaque point : un espace-temps.

- Des cbones de lumiéres en chaque point.

- Un moyen de mesurer des pseudo-distances, (le temps propre).

Cet espace geométrique existe ! & ,,?_._4
Il a été inventé en 1860 par Bernhard w

Riemann !
Il s’appelle une variéte differentielle...

La seule notion qu’on abandonne, c’est la notion de droite :
d’ou un espace géométrique... courbe !



Trouver une espace geometrique qui géneralise I’espace affine...

- La géométrie de la relativité restreinte

fonctionne tres bien...

-  On cherche donc un espace qui, au moins
« |localement » (sur un petit morceau),
ressemble a I’espace affine.

Les espaces inventés par Riemann
répondent parfaitement a cette demande.
Regardés autour d’un point « a la loupe », ils
sont « comme » I’espace Euclidien.

Cette loupe s’appelle une carte...

Les espaces inventés par Riemann s’appellent
des variétés différentielles...




- Une variété est un ensemble de points qui
possede une carte autour de chaque point.

- Une carte c’est une bijection bicontinue vers
un morceau d’espace affine de dimension
HXEEE

- Grace aux cartes, on remonte les reperes de
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Il faut en général plus d’une carte pour
recouvrir une variéeté...
Donc une variété, c’est plus général

qu’un espace affine...
Un ensemble de cartes recouvrant la
variété s’appelle un Atlas !

B N N T

Grace a la définition d’une variété a ’aide de

cartes,_il n'y a pas besoin de faire référence
- 1

a _un espace ‘"extérieur", englobant la
variéte.

cube
ou hoite en verre

Mais on peut toujours imaginer qu’une
variété vit dans un espace euclidien
I’englobant, pourvu qu’il soit de dimension
assez grande !! (Théorémes de Whitney et Nash).




Quelques variétés...




Maintenant, sur notre variete, il nous faut...

Des cones de lumieres..

\S/
mf)\/\.

ligne d'univers

- v é y y - - -
/oyons un « bref » apercu des objets developpes par les mathematiciens pour y parvenir...
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n commence par tracer des courbes sur notre variété...

38



Les vecteurs angents et

(O
(72,
(@
Q)

- Avec les courbes et les cartes, on définit des vecteurs tangents aux
courbes, (leur « vecteurs vitesse »), et donc en chaque point un espace
tangent, qui est un espace vectoriel.

- Intuitivement : le vecteur tangent en p c’est une fleche qui donne la
direction et "l'intensité" de la vitesse de la courbe en p.

39
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Contrairement a I’espace affine, chaque point a s ropre espace de vecteurs,

Cces espaces tangents sont indéepen




Puisqu’un espace tangent est un espace Euclidien,
pour mesurer les vecteurs de cet espace, on peut...
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Sur chaque espace tangent, on peut...

Utiliser Pythagore... Ou utiliser MinkowskKi...

|u| =\/xz+y2+zz+w2

Si on fait le méme choix, de maniere « réguliere », sur chaque espace tangent,
on définit ce qu’on appelle une métrique.
On peut donc mesurer les (pseudo-) longueurs des vecteurs tangents en chaque point...

Si on utilise Minkowski sur chaque espace tangent, on obtient
un cone de lumiéere en chaque point.

Ca donne un espace-temps courbe...




L’espace-temps avec gravitation :

- L’'espace-temps avec gravitation est un espace géométrique de dimension 4 et de forme
quelconque, une variété, sur laquelle on trace, en chaque point, un céne de lumiere.

- Les courbes de genre temps sont les courbes qui passent en chaque point a I'intérieur des cones
de lumiére; on postule que ce sont les lignes d’univers des objets physiques.

- La lumiere suit des courbes de genre lumiéere particuliéres, des geodésiques, qu’il faut définir...

%QDDQAVQB

espace

Un espace courbe, avec un céne de lumiére en
chaque point. Les espaces tangents sont
indépendants les uns des autres, et la variété
étant courbe, les cénes ne sont plus tous
"alignés".

En chaque point, un céne. Donc en
chaque point des vecteurs de genre
temps, lumiére ou espace...

« Localement », via 'espace tangent,
I’espace-temps « courbe » ressemble
a celui de la relativité restreinte...

Une courbe de genre temps (en
rouge) reste toujours a I'intérieur de
ses cones de lumiere (précisément,
ses vecteurs vitesse sont tous de
genre temps). Une courbe de genre
lumiere (en vert) est, intuitivement,
sur les bords de ses cones.




La métrique, I'outil magique de Riemann.

- Une métrique, c’est une fonction sur la variété qui permet de mesurer en chaque point la pseudo-longueur des
vecteurs tangents, ainsi que I’'angle que font entre-eux deux vecteurs au méme point.
- On peut alors avec cette métrique calculer la (pseudo-) longueur d’une courbe, mais aussi son accélération...

Lc)=| |c@)|dt
0

La (pseudo-) longueur d’une
courbe, c’est lintégrale de la
(pseudo-) longueur de ses
vecteurs vitesses...

() = V,é(1)

L’accéléeration d’une courbe c’est le taux
de variation de son vecteur vitesse...

La subtilité mathématique, c’est qu’il faut définir comment une
courbe « tourne » au sein d’un espace « courbe », et en plus
comparer des vecteurs tangents vivant dans des espaces
tangents différents...

Malgré des subtilités techniques, retenez que (pseudo-) longueur et accélération correspondent aux notions intuitives. « Quand
on integre les vecteurs vitesse, on obtient la distance parcourue, quand on dérive les vecteurs vitesse, on obtient [’accélération ».



Avec la
Pseudo-longueur :

La définition geométrique du Temps propre dans
I’espace-temps courbe.

Un espace-temps est, par définition, une variété ou on utilise Pythagore modifié sur chaque espace tangent.
On mesure alors des pseudo-longueur des vecteurs tangents. Généralisant la définition de la relativité restreinte :

La pseudo-longueur d’une courbe de genre temps entre deux
evénements, c’est le temps propre écoulé entre ces deux événements,
mesure par ’'observateur dont cette courbe est la ligne d’univers.

La pseudo-longueur d'une ligne d'univers de genre temps
entre deux points donne le temps propre écoulé entre les
deux événements correspondants. On peut ainsi repérer

N\ chaque point d'une telle courbe par le temps propre écoulé
depuis une origine choisie. Les mathématiciens 1'écrivent :
ligne d'univers b
7(O,B) = | |¢(p)|dt
\\ paramétrage 0

A R

. par le temps
0o 1 2 p ! propre



Avec
I’accélération :

L'accélération d'une courbe, c'est le taux de variation de son vecteur vitesse d'un point a
un autre. C’est grace a la métrique gqu’on calcule ce taux.

Les géodesiques.

Une geodesique est une courbe d'acceéleration nulle.

Une géodésique se contente de suivre les creux et les bosses de la variété, comme une bille qui roule sans frottement ni
glissement. Ce sont les courbes naturelles de la variété, dont le cheminement n’est dicté que par la forme de la variété...

En effet, Laccélération doit se mesurer au sein de la variété ou la courbe vit, sans faire référence a un quelconque espace extérieur
englobant la variété. Si on considere que la variété est plongée dans un espace ambiant, on demande que ’accélération de la
courbe par rapport a la variété (accélération tangentielle) soit nulle, méme si ’accélération par rapport a l’espace ambiant
(accélération normale) ne l’est pas. Une droite dans un espace euclidien est une « courbe » qui n’accélere pas ; c’est en ce sens que

- O /)




Geodeésiques et longueur, avec Pythagore...

Si on utilise Pythagore sur les espaces tangent, une géodésique, courbe d’accélération
nulle, est, sous des hypotheses raisonnables, le plus court chemin entre deux points.

L’équation des géodésiques.

2 kO iO 'O
d“(x" o y) . Zl—wkij(y) d(x"oy) dWey) _

0)
dt? - dt
l,]
Mais il y a des pieges...
Existe-t-il toujours un plus court chemin entre deux points ? Existe-t-il un seul plus court chemin entre deux points ?
Non !

méridiens allant du pdle nord au pole sud sont des géodésiques.

Non !
Sur une variété, il peut y avoir plusieurs géodésiques, voire une
infinité, entre deux points ; le plus court chemin entre deux points
° n’est pas forcément unique ! Sur la terre par exemple, tous les

S’il y a un trou dans la variété, (ici on a retiré le point O), il peut ne
pas y avoir de plus court chemin...



chages espace angent: | LES géodésiques de I'espace-temps.

Les postulats de la relativité géenérale :

- 1/ Un espace-temps est une variété de dimension 4 ou on utilise Minkowski sur chaque espace

tangent.
2/ Les corps massifs libres (soumis uniquement a la gravitation) suivent les geodesiques de genre

temps.

RO ..‘,.l.. ..'U,E y..n..~l,l.yu;‘.(.’\. .;. .v. y". e ,:. ..‘,. .\. DO .’ ..v,'.v;. .’. B Pn".y.n,. B O i A S A R M A e A O
3/ La lumiére suit les g SigL genre lumiére.

e

espace
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Geodesiques et pseudo-longueur :

Avec Minkowski, on obtient une nouvelle géometrie !

geodesique courbe de genre temps
de genre temps qui accélere

Une geodeésique de genre temps est le plus (pseudo-) long chemin
entre deux evenements de la varieté espace-temps.
C’est le paradoxe des jumeaux dans I’espace-temps courbe.




La vie des Géodeésiques...

- Mais comment se comportent les geodesiques les unes par rapport aux autres ?
- Ou vont-elles ?

Ca depend de la « forme » de la variete...

Il nous manque donc un dernier ingrédient geomeétrique fondamental...



La courbure de I'espace-temps...

La courbure, c’est la mesure du taux de dispersion ou de
rapprochement des géodésiques issues d’un méme point.

_______________
—————————
- -~
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A gauche, une courbure dite positive force les géodésiques a converger.
A droite, une courbure dite négative force les géodésiques a se disperser

Puisque les géodésiques de genre temps sont les lignes d’univers des particules soumises a la
gravitation, on voit que le mouvement relatif des particules soumises a la gravitation est dicte par

la courbure.
Les photons suivant également des géodésiques, leur trajectoire est elle aussi dictée par la

courbure...




Apercus mathématiques.

- En dimension 2, sur les surfaces, on peut définir la courbure par la somme
des angles d'un triangle tracé avec des géodésiques : supérieure a 180° en
courbure positive, inférieure en courbure negative, et bien sir €gale a 180°
dans le plan.

- Sur une variété¢ de dimension superieure a 3, la courbure est un objet
difficile a définir (un tenseur).

On définit a partir de la métrique la « dérivée des champs de vecteurs », et
la courbure mesure la « non-commutativité des derivées secondes »...

- Néanmoins, on peut parler de courbure positive, négative ou nulle, dont
les modeles type sont la sphere, la selle de cheval, et le plan.

Les champs de vecteurs de Jacobi :
- On repére les géodésiques dans le voisinage
d'une géodésique donnée c(t) par un champ de
vecteurs J(t) le long de c.
- Chaque géodésique représente la ligne
d’univers d’une particule. 2 . . —
- Or I’évolution de J(t) au fil de la courbe c(t) est Vatj(t) — R(C(t)a J(t)) . C(t) — O
mesurée par la courbure.
Le mouvement relatif des particules est donc C l \
dicté par la courbure.

L’équation de déviation
géodésique.

Taux de dispersion Courbure
des géodésiques

Pour se donner une idée de la complexité de la
courbure, voila sa "formule" dans une carte :

or< or< o
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1/ On a défini des
espaces courbes, les
varietes :

3/ Sur chaque espace
tangent, on utilise
pythagore modifié ; on a
alors en chaque point un
cbne de lumiére :

5/ On définit alors les
courbes de genre
temps et lumiére :

7/ La pseudo-longueur

d’une courbe de genre
temps, c’est le temps
propre de [l'objet que
représente cette
COUICI A

Pour resumer, ce qu’il faut intuitivement retenir :

N—
'///\C(t)\_/\.

ligne d'univers

Y

2/ Sur la variété, on trace des
courbes et on utilise des
cartes. En chaque point de la
variéeté, on sait alors
construire un espace
euclidien, I’espace tangent : N

4/ L’espace-temps est une
variété de dimension 4,

sur laquelle on place en
chaque point un céne de
lumiére.

6/ Quand sur chaque espace tangent, on
décide d’utiliser pythagore modifié, on
obtient une métrique. La métrique permet
de définir la_ (pseudo-) longueur et
I’accélération d’une courbe tracée sur la

8/ Une Géodésique,
c’est une courbe
d’accélération nulle.
Les géodésiques sont
les courbes naturelles
d’une variété avec une

9/ La courbure, c’est
une mesure du taux
de dispersion des
geodeésiques :



La geomeétrie de la relativite génerale

Des postulats trées simples et élégants :

-1 L’espace-temps est une variété différentielle de dimension 4 munie
d’une métrique Lorentzienne.

-2 Les corps libres, i.e. soumis uniquement a la gravitation, suivent les
géodeésiques de genre temps de I’'espace-temps.

-3 La lumiere suit les géodésiques de genre lumiére.

La gravitation n’est plus une force, comme chez Newton.
Pour Einstein, la gravitation c’est 1a forme de I’espace-temps.
C’est pourquoi un objet qui n’est soumis qu’a la gravitation est [ibre, et suit donc une géodésique...

Le mouvement relatif des objets massifs libres ou des photons est dicté par la courbure de la variété...

ﬁf%ﬁqﬂb

espace Z>X<z N

espace

Ici, on a fait un dessin d’espace-temps a 2 dimensions ! Une de . r s
temps et une d’espace. Il manque donc 2 dimensions spatiales !! g eOdeSlque courbe de genre l emps

de genre temps qui accélere



On a toute la géométrie de la relativite,
on peut faire un peu de physique...

Le seul postulat physique : L’'équation d’Einstein.

C’est I’éguation qui relie la forme de I'espace-temps
a la masse et a I’énergie qu’il contient

1
R,—=5.8.,=1,

HV o)
Géométrie : courbure « moyenne » Physique : masse-énergie

L’idée fondamentale : C’est la matiere et I’énergie qu’il contient
qui donnent sa forme, sa géométrie, a I’espace-temps.

- LUespace-temps dit a la matiere comment se déplacer.
- La matiere dit a I’espace-temps comment se courber.
(John A Wheeler)

Mais un mathématicien peut se passer de la partie physique...



En resumeé : La relativité Génerale, c’est...

— trois postulats géométriques globaux :

[’espace-temps est une vari€té de dimension 4 munie d’une métrique Lorentzienne.
Les particules massives libres suivent les géodé€siques de genre temps,
Les photons suivent les géodésiques de genre lumiere

— un postulat physique local :

L’équation d’Einstein R, — ES -8 = 1, , quirelie localement la courbure au flux de matiere-énergie.

- La grande idée de départ d’Einstein a été de modéliser la gravitation par la courbure de I’espace-temps.
- La courbure, nous I’'avons vu, mesure le taux de dispersion ou de rapprochement des géodésiques.
- Or, les géodeésiques (de genre temps ou lumiere) sont les lignes d’univers des objets ou des photons

soumis a la gravitation.
- Le mouvement relatif des objets ou photons soumis a la gravitation est donc bien dicté par la courbure de

I’espace-temps.

- Une simplicité formelle d’une élégance sans équivalent...
- On peut se passer du postulat physique pour découvrir des objets et des problemes
géomeétriques fascinants, qui menent a des objets physiques extraordinaires...




La Constante Cosmologique et I’énergie noire ..

Aujourd’hui, on met en évidence dans I’équation d’Einstein
une composante particuliere, I’énergie noire.
On I’écrit alors :

1
R,uv — ES 3 gﬂ” = T,uv — Ag,uv

A\ est « la constante cosmologique ». Son statut est
I’objet des recherches de pointe en cosmologie actuelle...

Selon qu’on est Mathématicien ou Physicien, on place la
constante cosmologique du cotée geomeétrique ou
physique de I’équation :

1
R,m/ — ES . gﬂ” + Agﬂy = T,uv

Pour les mathématiciens, il existe un theoreme stipulant
que le terme de gauche, géeométrique, est le seul tenseur
existant n’utilisant que la métrique et ses « dérivées
secondes » et verifiant une equation de conservation
fondamentale, I’équation de Bianchi : V-G =0 . La
constant cosmologique est alors « naturelle » est doit alors
étre vue comme une composante intrinséque de la
géomeétrie de I'espace-temps...



Visualiser I'espace-temps courbe.

Quelques remarques sur 1’illustration souvent donnée de 1’espace-temps courbe :

Ces figures, tres répandues, cachent des points tres importants :

— La « déformation » du temps n’apparait pas : i.e I'influence de la courbure sur les mesures de temps propre.
— L’espace-temps ne se déforme pas dans un "espace" plus grand, il se déforme "en lui-méme".
— Ce n’est pas le "poids" de la boule qui déforme I’espace-temps, c’est sa "présence".

— Il faut comprendre que la boule, la planéte ou I’étoile gu’elle représente, fait partie de I’espace-temps.

Les schémas faisant apparaitre les cénes de lumieres sont les plus pertinents.



Définir un modele d’espace-temps.

Pour définir un modele d’espace-temps :

-1/ : On choisit une variéte.

- 2/ : Sur cette variété on définit une métrique.

- 3/: On calcule les géodésiques de cette variété munie de cette métrique.
- 4/ : On prend un télescope

- 5/ : On compare les géodésiques calculées aux géodésiques observées.

- 6/ : Si ¢a correspond, on garde le modele.

- 7/ : Si ¢a ne correspond pas, on le jette et on en cherche un autre !
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Quoique... Certains modeles mathématiques a priori peu pertinents sur le plan
physique peuvent s’avérer etre de fascinantes sources de problemes géométriques...
et se révéler, quelques décennies plus tard, décrire d’authentiques objets
astrophysiques. L’exemple le plus emblématique étant la découverte par les
mathématiciens des trous noirs, 50 ans avant leur observation par les physiciens.

+

2GM 2GM
sdx®dxl = — (1 = ——)c?di* + (1 - ——)"'dr* + r*(d0> + sin* 6 d¢*)

c2r c2r

Big-Crunch

domaine
d'expansion
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L !
Nous sommes ici. Géodésiques, lignes d'univers

des étoiles et des galaxies

d’apres Michel Vaugon...



Une Theorie Géométrique !

En faisant des hypotheses purement géométriques, un mathématicien peut ne considérer que les postulats
géométriques, et se passer de la partie physique (i.e de 1’équation d’Einstein), pour créer des objets
extraordinaires comme les trous noirs, les trous de ver, le Big-bang, les singularités, les boucles temporelles.

Par ailleurs, la géométrie de la relativité s’est aussi enrichie sous I’'impulsion de mathématiciens-physiciens, par
exemple en ajoutant d’autres dimensions : théorie de Kaluza-Klein, théorie des cordes.

La relativité générale est une théorie de mathématiciens !

N vers l'infini et
N au-dela
\

AN




Objet S ——— _
purement La star de la relativite génerale : le trou noir.

géeometrique !

Deéfinition

d’un Trou Noir :

- C’est un « tube d’unwers », sur la
surface duquel tous les cones sont
tangents (on appelle cela une surface de
genre lumiere), le demi-cone du futur
étant a Uintériewr. On appelle ce tube un
Horizon des Evénements.

- C’est une définition
purement géométrique !

- Les trous mnoirs ont étée
inventés mathématiquement
50 ans avant d’étre observés...

— L’horizon des événements est une surface
purement géométrique, c’est une surface
immatérielle.

— L’intérieur d’un trou noir, ¢’est du vide !

— Pourtant, un trou noir, c’est tres lourd !

— Ce n’est pas un corps dense, mais un corps
compact.

— La « singularité » centrale ne fait pas partie de
la variété espace-temps.

61

- Un trou noir n’est pas un

« aspirateur cosmique » : au loin,
les corps continuent a vivre
tranquillement, sur une orbite qui
ne dépend que de la masse du
trou noir.

- Ce n’est que « proche » du trou

noir (la ou il y avait avant de la
matiere stellaire par exemple) qu’il
se passe des phénoménes
remarquables.




Retenons que le point fondamental est qu’aucune courbe de genre temps ou lumiére qui pénétre a
I’intérieur de ’horizon des événements ne peut en ressortir; c’est la définition méme d’un trou noir.

Caractériser ces surfaces s’est avéré étre un redoutable probleme de géométrie Riemannienne. Il a
donné lieu a une série de théoremes regroupé finalement sous I'appellation « theoreme d’unicité », fruit
d’un travail s’étalant sur 20 ans regroupant Hawking, Carter, Israel,..., Cruschiel, Galloway :
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Théoreme : Un trou noir « statique » est decrit par la métrique de Schwarschild ou de Kerr.
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Schwarzschild’s Solution to Einstein’s Equations

Radial Length Contraction
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Time Dilation

Invariant Line Element Schwarzschild Radius
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« Image » du disque d’accrétion d’un Trou Noir.

N

Schéma da a J.P. Luminet, un des

premier théoriciens a avoir calculer
I’image d’un disque autour d’un trou noir
(citons également les travaux analogues
de J-A Marck). Ce sont ces travaux
théoriques qui fournissent le type
d’image maintenant célebre que 1’on
propose des trous noirs :

Un trou noir est généralement entouré d’un disque d’accrétion. Il s’agit de matiere qui se
met en orbite, en s’échauffant trés fortement, autour du trou noir. Géométriquement, ce
disque est parfaitement plat exactement comme les anneaux de Saturne. Mais a cause de la
gravitation extréme a proximité du trou noir, I’image que nous en obtenons est fortement
déformée, car les rayons lumineux qui passent a proximité de 1’horizon du trou noir sont
fortement courbés, certains faisant méme plusieurs tours avant de partir vers 1’observateur.

: L primaire
image prime

trou noir
| o —————— e

disque o secondaire

ima

Systeme

plaque photo \cliché

] | dessus du

' /disque

dessous du
| | S \d

isque

Image du systeme




[’image spectaculaire du disque d’accrétion
d’un trou noir calculée précisément par J-A.
Marck en 1996 avec les équations de la
relativité générale.

On observe une tres forte déformation des images
autour d’un trou noir, car il courbe tres fortement
la trajectoire des rayons lumineux. (Image
calculée par Alain Riazuelo).




Effet purement
geometrique !

L’effet Einstein :
Décalage spectral et « dilatation » des

durees dans un champ gravitationnel.
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Théoreme géométrique : « Le produit scalaire d’un
champ de Killing et du vecteur vitesse d’une géodésique
est constant le long de cette géodésique » .

Une masse, comme une planete, une étoile, ou un trou noir, modifie "I’écoulement"
du temps autour d’elle car elle modifie la courbure de I'espace-temps, et donc
I’allure des géodésiques de genre temps.

Considérons ainsi deux observateurs munis de chronomeétres identiques, I'un
proche de la surface d’un trou noir (ou de toute autre masse) et I'autre trés éloigné.
Supposons que les deux observateurs sont immobiles I'un par rapport a I'autre. Si
I’observateur prés du trou noir émet des flashs lumineux toutes les secondes,
mesurées sur son chronometre, I’observateur lointain les verra lui parvenir séparés
par un intervalle de temps, mesuré sur son propre chronomeétre, beaucoup plus
grand : plusieurs minutes, heures, jours, pourront séparer pour I’observateur
lointain l'arrivée des flashs, l'intervalle étant d’autant plus grand que le champ
gravitationnel, donc la courbure, est intense a I’endroit de I'’émission des flashs.
Lintervalle de temps deviendrait "infini" si les flashs étaient émis depuis la surface
d’un trou noir. Pour I’observateur lointain, le temps de I’émetteur semble ralenti ; il
s’agit d’un effet de dilatation des durées di a la gravité. On I'appelle I’effet Einstein.
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Conséquences : décalage spectral et « dilatation » des
durées dans un champ gravitationnel.

A gauche, tube d’univers de I’étoile en jaune, et lignes d’univers de deux observateurs a des
distances rem (rayon émission) et rrec (rayon réception). Le cone de lumiere le plus prés de 1’étoile

est incliné vers 1’étoile du fait de la courbure qu’elle engendre. Le rayon lumineux (la géodésique
lumiere) émis est déformé par cette courbure.

A droite, le résultat de la mesure du temps propre écoulé pour chaque observateur entre émissions et
réceptions de signaux consécutifs : pour des raisons de symétries, les coordonnées utilisées dans ces

schémas d’espace-temps sont telles que A" = A®™ . Mais si I’on calcule avec la métrique le temps
propre Atem écoulé entre A1 et A2 d’une part, et le temps propre Atrecentre B1 et B2 d’autre part,
on trouve que :

Atrec >Atem.-

Il s’agit 1a d’un phénomene de dilatation (ou contraction) des temps au sens suivant : si Atem est le
temps entre deux tics successifs de I’horloge de Oem et qu’il informe 1’observateur Orec en émettant
un signal radio a chaque tic, I’observateur Orec percoit un intervalle de temps propre Atrec entre
chaque réception de ces signaux strictement supérieur a Atem.

« On vieillit plus vite au sommet d’'une montagne qu’au fond d’une vallée... »




Objet purement
geometrique !
Un objet purement mathématique, construit

par symétrie a partir de la solution de
Schwarzschild.

Les trous de ver.

Les trous de ver offrent
une fascinante illustration
du
pouvoir spéculatif
qu’offrent les

mathématiques a la

N physique.

Bien que permis par la théorie, pas de processus de
formation physique connu, aucune évidence
observationnelle. De plus, une existence tres bréve... :



La geomeétrie au
secours de la
physique !

Le Big-Bang

et I’évolution de I’Univers

1 .
L’équation d’Einstein R, — ES -8 =1T,, est TRES

compliquée :

il s’agit en fait de 16 équations aux —®

dérivées partielles liées, de 4 variables... Or, on
voudrait I’'appliquer a I’'univers tout entier !!

On obtient plusieurs modeles possibles

Pour s’en sortir, on fait des hypothéses géométriques :

Un « feuilletage spatial » : découpage mathématique temps/espace,

Un _Principe cosmologique de nature géométrique : I'Univers est

spatialement homogéne et spatialement isotrope :

mathématiquement, on dit maximalement symétrique.

Les mathématiques ssimplifient le réel... l

<

Les equations d’Einstein se ramenent alors a deux

d’évolution pour 'univers...

Univers de
Friedmanm
L-emaibre

Unsvers

plot

Unsvers ouvert

Unsvers F/a*

équations d’UNE variable, qu’on sait résoudre :

les équations de Friedman-Lemaitre.

( a(t) )2 7G| KC Ac?
Tl =Pkl —— +
a(t) 3 a’(t) 3

Georvres Lemaitre  Kexonder Friedusm




La géométrie au . .
secours de la Le Big-Bang:

physique ! illustration et remarque

La variété espace-temps, avec lI'expansion de ses tranches
spatiales, due a I'évolution de la métrique le long d’'un axe
temporel, axe qu’il faut bien choisir pour obtenir un modele
cohérent. Vue autrement, I'expansion, c’est la dispersion des
lignes d’univers géodésiques des galaxies, dispersion due a la
courbure de I'espace-temps.

Grace a la définition mathématique d’une variété, il n’y a pas
besoin de faire référence a un espace « extérieur » pour parler
de I'expansion de l'univers. Mais les mathématiques
permettent aussi de « plonger » la variété espace-temps de
I'univers dans un espace Euclidien ; néanmoins, puisqu’on n’y
a pas acces, cet espace « englobant » n’a certainement
aucune signification physique...

Y Singularité

Remarque fondamentale :

Les temps et les distances
cosmologiques sont des temps et des
distances construits a partir de
modeles mathématiques.

Ces temps et distances dépendent
donc du modele retenu.




Probleme purement

géométrique ! Lumiere et Causalite.

L’événement O peut envoyer des objets
physiques vers M, et donc influencer cet
événement. En revanche aucun signal
physique, matériel ou lumineux, ne peut
relier O et N car aucune ligne d’univers de
genre temps ou lumiere ne les joints.
L’événement O ne peut avoir aucune
influence physique sur I’événement N.

Liens de causalité dans
I’espace-temps :

Structure Causale :

Quels sont les couples
d’événements de [|'espace-
temps que I'on peut relier par
une courbe de genre temps
ou lumiere ?

- La structure causale de la
variété, c’est de la Topologie.

- Topologie : ensemble des
propriétés invariantes par
deformations continues : finie
ou infinie, avec ou sans bord,
avec ou sans trous,...

- La topologie peut étre influencée
par la courbure.

- La répartition des cbnes de
lumiere sur la variété est
essentiellement déterminée par
sa topologie.

- Etudier la structure causale est
donc un probléme topologique...

- Sur une variété quelconque, les
cbnes de lumiere ne sont plus
tous alignés comme dans
I’espace de Minkowski.

- C’est leur répartition qui
détermine la structure causale
de I’espace-temps représenté
par la variété.




Les cones de lumiere de la variété déterminent les futurs
possibles des objets physique dans I’espace-temps.

Donc, on peut imaginer des boucles temporelles...

cones de lumiere
deformés par la courbure
et orientés par la forme de la variété.

C’est la topologie de la variété, c’est a dire sa forme, indépendamment des distances, qui compte (c’est
I’ensemble de ses propriétés invariantes par déformations continues : finie ou infinie, avec ou sans bord, avec ou
sans trous,...). La topologie peut étre influencée par la courbure.

Définir des propriét€s qui empechent un espace-temps de posséder des boucle temporelles est un probleme de
topologie.



Probleme purement
géometrique !

Trous noirs et Big-Bang ménent a la notion de
singularités de I’espace-temps. En effet, tous
les modeéles de trous noirs et de big-bang font
apparaitre des « zones » ou la courbure de
I’espace-temps « tend vers l'infini ». Mais ces
modéeles reposent sur I’existence de
symétries...

Partant de considérations beaucoup plus
générales sur la nature de la gravitation et de
I’espace-temps, ne supposant méme qu’une
partie des fondements de la relativité générale,
essentiellement ses aspects géométriques
globaux, Roger Penrose montra qu’une
meilleure approche des singularités consistait a
les considérer comme des points de fuite des
géodésiques hors de I'’espace-temps.

Penrose réussit a démontrer, de maniere
purement géométrique, que si la variété
espace-temps présentait des zones de tres forte
courbure, ce qui physiquement pourrait étre
causé par une quantité suffisante de matiere
confinée dans un domaine suffisamment petit
de l'espace, alors, nécessairement, certaines
géodésiques de genre lumiere (représentant
des photons), ou de genre temps (représentant
des objets matériels), ne peuvent se prolonger
indéfiniment dans l'espace-temps : qu'une fois
entrés dans la région de forte courbure, les

Roger Penrose:
Premier (et seul)
prix Nobel de Mathématiques !

Les singularites de I’espace-temps.

[ héoréme de Penrose (1964) : St un espace-temps vérifie de
« bonnes » conditions de causalité (topologie), et si 1l y existe
une zone de courbure suffisamment forte, 1l existe
nécessairement des géodésiques de genre temps qui ne peuvent
étre prolongées indéfiniment. (aucune hypothese de symétrie).

Démonstration : par contradiction ! inhabituelle pour les

physiciens !

Comecture de_censure cosmique : Une singularité est toujours
masquée par un horizon des événements (par la surface d’un
trou notr).

Probléme géométrique toujours ouvert !

(Cest nméanmoins cette conjecture qui affirmerait
mathématiquement existence des trous nous. . .

AN

N

\
NS
N vers l'infini et

N au-dela
N

AN

objets ou photons, quelle que soit leur nature,
ne peuvent plus avoir une existence infinie au
sein de l’espace-temps représentant notre

Penrose aborda le probleme de l'existence des trous noirs non pas
comme un probleme physique, mais comme un probleme
géométrique.

univers.
Ses méthodes révolutionnerent l'étude de la relativité générale, en

3 o ’ o . V) -, -, . . .
Lecture recommandée : Magazine Tangente n°198 en faisant une véritable branche de la géométrie Riemannienne.



Un tremplin vers

R ’espace-temps de Kaluza-Klein

géomeétries !

Motivation : regrouper dans une méme théorie géométrique la E
gravitation et 1’¢lectromagnétisme. | |
CHTFTT T e i K
Comment faire ? Il faut « enrichir » la geométrie. 1T | =  UXR
, i T : i | |
Idée géniale : Rajouter une dimension ! | | | |
Mais une dimension « petite et fermee » (compacte)... (1920) | | ! !
7~ 1(U)
Utilisation/invention de la notion de « variété fibrée » . C’'est la T Ty

structure fondamentale de la géométrie difféerentielle moderne : on
étudie [’interaction des géométries de la fibre, de la base, et de la M
varieté globale... U

Espace-temps de Kaluza-Klein : en chaque point de [’espace-temps d’Einstein, on attache un
petit cercle.

Les lignes d’univers de cet espace-temps de dimension 5 ont maintenant ont maintenant un
degré supplémentaire de liberté : elles peuvent s’enrouler autour de la cinquieme dimension.
Kaluza et Klein cherchaient des « équations de champs » : succes mitigé...

Néanmoins, avec leur modele on peut obtenir un tres joli théoreme :

L héoreme : Une géodésique de genre temps de [espace total (dim ) se projette sur la base,
représentant Uespace-temps classique de dim 4 exactement sur la trajectorre d’une particule chargée
dans un champs de gravitation ET dans un champ électromagnétique dont les caractéristique

dépendent de cette petite Heme dimension. . .

' Tombée dans 1’oubli, cette théorie de Kaluza-Klein \
ressurgit dans les années 1980 pour donner naissance \
a la théorie des cordes, et ses 11 dimensions ! \
Elle pose de formidables problemes dus a sa
géométrie tres sophistiquée (variétés de Kalabi-Yau) :




Une Theorie Géométrique !

Aujourd’hui, en 2024, les postulats geométriques de la relativité genérale ne sont quasiment
pas contestes.

La relativite restreinte étant solidement établie, et une variété Lorentzienne offrant

« localement » [’espace plat de Minkowski, ce modele géometrique semble tres solide.

Tout au plus sa geométrie peut étre enrichie : structure fibrée, theorie de Kaluza-Klein...
Seul le postulat physique, [ 'équation d’Einstein, est débattu et fait [ 'objet de tentatives de
modifications (théories tenseur-scalaires,...).

Mais Einstein résiste furieusement bien !

N vers l'infini et
N au-dela
\

AN

axe de rotation

limite G horizon / \

statique

externe

+horizon
ergosphéere . interne
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mmonucrlmi Un livre sympa, pleins de
o N dessins.
Cet expose en est tire...

Stéphane Collion

Les mathematiques de
cet expose :
cours niveau M1/M2

Qu’est-ce que les Mathématiques ?
Mathématiques et Physique.
La méthode scientifique.

Petit essai

Petite réverie sur les
mathématiques, ce gu’elles sont,
leurs rapports a la physique, et
leur enseignement...
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Annexe

Visualiser I'espace-temps courbe.

Quelques remarques sur 1’illustration souvent donnée de 1’espace-temps courbe :

Ces figures, tres répandues, cachent des points tres importants :

— La « déformation » du temps n’apparait pas : i.e I'influence de la courbure sur les mesures de temps propre.
— L’espace-temps ne se déforme pas dans un "espace" plus grand, il se déforme "en lui-méme".
— Ce n’est pas le "poids" de la boule qui déforme I’espace-temps, c’est sa "présence".

— Il faut comprendre que la boule, la planéte ou I’étoile gu’elle représente, fait partie de I’espace-temps.

Les schémas faisant apparaitre les cénes de lumieres sont les plus pertinents.



Annexe Les diagrammes de plongement.

On retrouve une forme qui évoque celle d'un tissu
élastique déformé. Mais insistons sur le fait qu'il
s'agit de la représentation de la géométrie d'un
"instantané" de la tranche d'espace-temps passant
par le centre de la sphére, visualisé dans un
espace a trois dimension sans aucune réalité
physique. Elle fait apparaitre une région extérieure
s'étendant a l'infini, et une région intérieur a
I'étoile.

On considére une masse parfaitement sphérique, modélisant une étoile
ou une planéte, et qui ne varie pas au cours du temps. L'espace-temps
est alors dit "statique", ce qui signifie que sa géomeétrie spatiale reste
identique a elle-méme a chaque instant. On aimerait comprendre la
géométrie d'espace-temps, a un instant fixé, d'une "tranche"
équatoriale, bidimensionnelle, passant par le centre de la sphére. La
géométrie de notre espace-temps étant a symétrie sphérique et
statique on ne pert alors aucune information. L'idée est alors de
visualiser cette tranche spatiale de dimension 2 en la « plongeant »
dans un espace euclidien a trois dimension fictif, sans aucune réalité
physique, servant uniquement a "encadrer" I’espace-temps sectionné.

solution extérieure

solution intérieure (régulicre)

On peut alors faire figurer sur cette surface l'allure qu'aurait la
projection des trajectoires géodésiques de divers objets confinés a
ce plan équatorial, notant encore une fois que la tranche est un
instantané, alors que les trajectoire marquent évidemment des
positions successives au cours du temps.



En bleu, les trajectoires de quelques photons, sur
un diagramme de plongement d’un trou noir.
C’est le fait que certains d’entre eux fassent des
quarts de tours, ou parfois plusieurs tours, avant
de partir en direction de I’observateur qui
explique la déformation des images des objets
situés en "arriere-plan" du trou noir. Malgré les
limitations de ce type de schéma évoquées au
chapitre précédent, celui-ci suggere néanmoins
efficacement le fait que le rayon du trou noir,
distance du bord a un hypothétique centre, est
infini.

axe de rotation

. . (\ ; .
limite @ horizon

statique

externe

singularité
annulaire

i horizon
Interne

'

ergosphere

La structure complexe d’un trou noir de Kerr fait
apparaitre des régions aux propriétés physiques
distinctes. L’horizon des événements est la
deuxieme surface en partant de 1’extérieur. La
surface externe, appelée ergosphere marque la
limite a partir de laquelle plus aucun objet, quelle
que soit son accélération, ne peut rester immobile
par rapport a un observateur lointain ; tout I’espace-
temps est "entrainé€ en rotation" par le trou noir. Il y
a un deuxieme horizon, interne, I’horizon de
Cauchy ; il peut également exister une deuxieme
ergosphere intérieure. On distingue, en rouge, la
singularit€ annulaire.



Annexe Réflexions...

Qu’est-ce que les mathématiques :

Les Mathématiques et la Physique sont sans doute deux aspects d’'un méme
plaisir intellectuel, une compréhension de I'univers qui nous entoure.

La physique tente de modéliser la nature pour, d’une part, chercher a en
comprendre le fonctionnement, et, d’autre, part prédire son évolution ou du
moins le résultat d’expériences qui portent sur elle. Il se trouve que c’est a Quiest-ce que les Mathématiques ?
travers les mathématiques que la Physique s’exprime le mieux, a travers elles o soremitom”
que ses modéeles sont le plus efficaces.

De son cété, les Mathématiques cherchent a extraire des structures communes
a divers aspects de la nature, comme les nombres qui servent aussi bien a
compter les étoiles dans le ciel que les moutons d’un troupeau, ou les figures
géométriques qui peuvent décrire aussi bien la trajectoire des planétes autour
du soleil que la forme des champs que veulent se partager des paysans.
Autrement dit, les Mathématiques servent a simplifier le réel. (Ce a quoi certains
pourraient répondre que c’est raté !) Puis, une fois définies ces structures, les
Mathématiques s’amusent a les faire vivre puis a les questionner pour mieux les
comprendre, quitte a s’éloigner de leur origine naturelle. Les mathématiques ont
ainsi leur logique propre, et une immense partie des mathématiques se
développe sans aucun lien avec la physique ni aucune volonté d’application
concrete.

Stephane Collion

Agrégé et Docteur en Mathéma
Commandant de bord sur Boeing 787

tiques,
a Air France.

Mais il est fascinant de constater qu’aprés avoir évolué dans les mains (ou
plutét la téte!) des mathématiciens, des structures et développements purement
mathématiques peuvent revenir vers les physiciens pour leur offrir de nouveaux
concepts avec lesquels ils pourront modéliser de nouveau la nature de maniéere
plus précise et sophistiquée. Puis cet échange entre Mathématiques et
Physique recommence, a un niveau toujours plus élevé, a partir de
questionnements de la physique, ou parfois, d’ailleurs, des mathématiques.
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Annexe Réflexions...

Mathématiques et Physique.

Une théorie mathématique solide est batie sur un systéeme d’axiomes
cohérent, et sur des théorémes rigoureusement démontrés selon la démarche
propre aux mathématiques. Elle peut alors engendrer de nouveaux théoremes

importants et de grande portée pour les mathématiques elle-mémes. C’est le Quest-co qus es Mathématiquos ?
’ P . ”, ’, oG 5 athématiques et sique.

cas de la géométrie que nous avons presenté. Les physiciens peuvent ensuite La méthods sclentifique,

utiliser ces théories mathématiques pour élaborer des modeéles décrivant la

nature, et en déduire des conséquences ou des prédictions grace aux
théorémes qu’elles fournissent. Mais seule la confrontation a I’expérience et a
I’observation permettra de justifier a posteriori ces modeéles. Les
mathématiques peuvent étre parfaitement justes, mais la physique qu’on en
tire peut, elle, étre complétement fausse !

Notre but dans cet exposé était donc de présenter les modéles géomeétriques,

mathématiques, de la relativité restreinte et générale. Nous avons vu que I’'on
peut déduire mathématiquement de ces modéles des phénoménes
spectaculaires concernant les mesures du temps ou le mouvement de la

lumiére, comme le paradoxe des jumeaux, les trous noirs, le big-bang.

Depuis 100 ans, toutes les expériences réalisées et toutes les observations
effectuées semblent confirmer la justesse du modeéle choisi par Einstein entre
1905 et 1916 pour décrire I’espace-temps et la gravitation
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L’espace-temps et la gravitation :
La relativité générale.
(pour lecteurs exigeants...)

Annexe

Approche mathématique (bis) : une geomeétrie génerale !

On veut garder les éléments suivant de la géométrie de la relativité restreinte :

-1/ Un espace géométrique de dimension 4 (ce qui signifie qu’autour d’un point fixé, on repere les autres
a I’aide de 4 coordonnées). On doit pouvoir y donner un sens a I’expression « a petite échelle, ca
ressemble a [’espace euclidien de la relativité restreinte ».

-2/ Disposer du calcul différentiel : rappelons que le calcul différentiel, qui traite de la manipulation des
dérivées et des intégrales des fonctions, a ét€ inventé en méme temps que la mécanique Newtonienne.
Ainsi la vitesse, c’est la dérivée de la fonction position, et 1’accélération c’est la dérivée de la vitesse.
Bref, on veut pouvoir calculer des vitesses, des accélérations...

-3/ Les objets mathématiques définis dans cet espace géométrique (qui correspondront aux objets et
postulats physiques retenus) doivent étre indépendants d’'un choix particulier de coordonnées, ce qui
mathématiquement s’exprime sous la formule barbare « d’invariance par difféomorphisme ».

-4/ En chaque point, la possibilit€ de définir un cone de lumiere.

-5/ Pouvoir définir la (pseudo-) longueur des courbes tracées dans cet espace géométrique, et pouvoir
caractériser celles d’entre elles qui ont une (pseudo-) longueur extrémale (minimum, maximum) ou
nulle ; et pouvoir caractériser les courbes d’accélération nulle.

La seule notion qu’on abandonne, c’est la notion de droite : d’ou un espace géométrique... courbe !

Ce qui est extraordinaire, c’est qu’un tel espace géométrique, répondant a ces cing exigences,
avait été invent€¢ 60 ans avant les travaux d’Einstein (1907-1915), par le mathématicien
Bernhard Riemann : on appelle aujourd’hui cet espace géométrique une variété
Riemannienne. Néanmoins, en 1910, les idées de Riemann étaient encore en développement,
accessibles essentiellement dans des articles de recherche, et de plus, évidemment, les cones de
lumiere n’y apparaissaient pas. Il a donc fallu le véritable génie d’Einstein, brillant
mathématicien contrairement a une légende tenace, pour y trouver exactement le cadre
mathématique qu’il lui fallait, et le généraliser pour y incorporer les cones de lumiere.

D’ou vient que Iespace-temps est courbe ?

Disponible sur demande a

stephane .collion@wanadoo fr
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